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1 Ðàçëîæåíèå ÂÔ ïî ôóíêöèÿì îòêëèêà êîððåê-

òîðà

1.1 Ðàâíîçíà÷íûå ñóáàïåðòóðû

Â ñèñòåìàõ ÀÎ ñ ìîäàëüíûìè êîððåêòîðàìè ÂÔ ÷àñòî íåîáõîäèìî îïðåäåëÿòü íå
ñàì ïðîôèëü êîððåêòèðóåìîãî ïó÷êà, à êîýôôèöèåíòû åãî ðàçëîæåíèÿ ïî ôóíêöè-
ÿì îòêëèêà óïðàâëÿåìîãî çåðêàëà [1]. Ôàçó ñâåòîâîãî ïó÷êà â ýòîì ñëó÷àå óäîáíî
ïðåäñòàâëÿòü â âèäå:

ϕ(~r, t) =
N∑
i=1

ai(t)Si(~r), (1)

ãäå Si(~r) � ôóíêöèè îòêëèêà êîððåêòîðà íà åäèíè÷íîå óïðàâëÿþùåå âîçäåéñòâèå,
ai(t) � êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ. Àíàëîãè÷íîå âûðàæåíèå îïèñûâàåò è ôîð-
ìó ïîâåðõíîñòè êîððåêòîðà; ïîýòîìó êîýôôèöèåíòû ai(t) ìîæíî íåïîñðåäñòâåííî
èñïîëüçîâàòü äëÿ óïðàâëåíèÿ çåðêàëîì ïî ñîîòâåòñòâóþùèì ñòåïåíÿì ñâîáîäû.

Öåëü: íåîáõîäèìî ïî èçìåðåííûì â çàäàííûõ òî÷êàõ ëîêàëüíûì íàêëîíàì
âîëíîâîãî ôðîíòà (ò. å. ïî ãðàäèåíòàì ôàçû) îïðåäåëèòü ñ ìèíèìàëüíî âîçìîæ-
íûìè ïîãðåøíîñòÿìè âåêòîð = {ai(t)} êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ (1).



1 ÐÀÇËÎÆÅÍÈÅ ÂÔ 1.2 Íåðàâíîçíà÷íûå ñóáàïåðòóðû

Âåêòîðíàÿ ôîðìà ÌÍÊ. Ïóñòü äàò÷èê èçìåðÿåò ãðàäèåíòû ôàçû â òî÷-
êàõ rk, k = 1, . . . , . Ââåäåì âåêòîð îöåíîê ãðàäèåíòîâ g̃, ýëåìåíòàìè êîòîðîãî
ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôàçû:

g̃ = {ϕ′x(r1), . . . , ϕ
′
x(rM), ϕ′y(r1), . . . , ϕ

′
y(rM)}. (2)

Äëÿ âåêòîðà g̃ èç ðàçëîæåíèÿ (1) ñëåäóåò

g̃ = Pa, (3)

ãäå ýëåìåíòû ìàòðèöû P = {pki} îïðåäåëÿþòñÿ ÷åðåç ïðîèçâîäíûå ôóíêöèé Si(rk):

pk,i =
∂Si
∂x

(rk) pk+M,i =
∂Si
∂y

(rk) k = 1, . . . ,M, i = 1, . . . , N. (4)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç g âåêòîð ãðàäèåíòîâ ôàçû, èçìåðÿåìûõ äàò÷èêîì âîëíîâîãî
ôðîíòà â òî÷êàõ {rk}: g1, . . . , gM � ïðîèçâîäíûå ïî ; gM+1, . . . , g2M � ïðîèçâîäíûå
ïî . Ñóììó êâàäðàòîâ íåâÿçîê ìåæäó ãðàäèåíòàìè, âû÷èñëåííûìè ïî ôîðìóëàì
(3), è èçìåðåííûìè çíà÷åíèÿìè âûðàçèì â âåêòîðíîì âèäå:

J2 = (g̃ − g)T (g̃ − g), (5)

ãäå (g̃−g) � âåêòîð íåâÿçîê. Èñïîëüçóÿ (3), äëÿ J2 ïîëó÷àåì ìàòðè÷íîå âûðàæå-
íèå

J2 = aTPTPa + gTg − aTPTg − gTPa. (6)

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ âåêòîðà a0, ïðè êîòîðîì êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà J2 äîñòèãàåò
ìèíèìóìà, íåîáõîäèìî ïðèðàâíÿòü ê íóëþ åå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî ïåðåìåííûì
ai. Òàêèì îáðàçîì, èç (6) ïîëó÷àåì

PTPa0 = PTg. (7)

Ýòà ñèñòåìà ñîäåðæèò N óðàâíåíèé äëÿ N íåèçâåñòíûõ è ìîæåò áûòü ðåøåíà
èçâåñòíûìè ìåòîäàìè ëèíåéíîé àëãåáðû. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ åå ðåøåíèÿ íåò íåîá-
õîäèìîñòè ïðèâëåêàòü äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ (êàê ýòî äåëàëîñü â Ëåêöèè 5).
Èñêîìûé âåêòîð a0 ïðÿìî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç âåêòîð èçìåðåííûõ ãðàäèåíòîâ ñ ïî-
ìîùüþ îáðàòíîé ìàòðèöû:

a0 = Qg, Q =
(
PTP

)−1 PT . (8)

Ìàòðèöà Q íå çàâèñèò îò èçìåðÿåìûõ âåëè÷èí è ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà äî ïðîâå-
äåíèÿ èçìåðåíèé. Â òåîðèè ìàòðèö Q íàçûâàåòñÿ îáîáùåííîé îáðàòíîé ìàòðèöåé
Ìóðà- Ïåíðîóçà [2].

1.2 Íåðàâíîçíà÷íûå ñóáàïåðòóðû

Èíîãäà öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü áîëåå îáùóþ ôîðìó äëÿ ñóììû êâàäðàòîâ
íåâÿçîê J2, ÷åì òà, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì (5). Èíôîðìàöèÿ î ëî-
êàëüíûõ íàêëîíàõ ñ ðàçëè÷íûõ ñóáàïåðòóð äàò÷èêà îáëàäàåò ðàçíîé äîñòîâåðíî-
ñòüþ. Ýòî ìîæåò áûòü, íàïðèìåð, ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ñóáàïåðòóðû äàò÷èêà ðàñïî-
ëàãàþòñÿ â óçëàõ êâàäðàòíîé ñåòêè, â òî âðåìÿ êàê ó ïîäàâëÿþùåãî ÷èñëà îïòè÷å-
ñêèõ ñèñòåì ñå÷åíèå ïó÷êà èìååò êðóãëóþ èëè êîëüöåâóþ ôîðìó. Ïðè ýòîì ýëåìåí-
òû äàò÷èêà, ðàñïîëîæåííûå íà êðàÿõ àïåðòóðû, îáû÷íî ÷àñòè÷íî çàòåìíåíû �
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2 Ó×ÅÒ ÀÏÐÈÎÐÍÎÉ ÈÍÔÎÐÌÀÖÈÈ 1.3 Îáóñëîâëåííîñòü ñèñòåìû

ïîýòîìó îòíîñèòåëüíûé óðîâåíü ïîãðåøíîñòåé èçìåðåíèé íà òàêèõ ñóáàïåðòóðàõ
âûøå, ÷åì íà âíóòðåííèõ.

Äëÿ ó÷åòà ñòåïåíè äîñòîâåðíîñòè èçìåðåíèé íà ðàçíûõ ñóáàïåðòóðàõ êîìïî-
íåíòàì (g̃−g)i âåêòîðà íåâÿçîê óäîáíî ïðèïèñàòü ðàçëè÷íûå ñòàòèñòè÷åñêèå âåñà.
Ñ ó÷åòîì ýòîãî âûðàæåíèå (5) çàïèøåòñÿ â âèäå

J2 = (g̃ − g)TW(g̃ − g). (9)

Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà W ìîæåò áûòü äèà-
ãîíàëüíîé. Â ýòîì ñëó÷àå åå äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû wii è îïðåäåëÿþò ñòàòèñòè-
÷åñêèé "âåñ ñ êîòîðûì ìû ñîáèðàåìñÿ ó÷èòûâàòü èçìåðåíèÿ íà i-îé ñóáàïåðòóðå.
Ïðè ýòîì âìåñòî (7) ïîëó÷èì

PTWPa0 = PTWg. (10)

Âåêòîð a0 áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ âûðàæåíèåì, àíàëîãè÷íûì (8):

a0 =
(
PTWP

)−1 PTWg. (11)

1.3 Îáóñëîâëåííîñòü ñèñòåìû

Êîýôôèöèåíòû ïðè íåèçâåñòíûõ ai â (7) è (10) çàâèñÿò îò âèäà ôóíêöèé îòêëèêà
êîððåêòîðà Si(r) è âûáîðà òî÷åê rk èçìåðåíèÿ ãðàäèåíòà. Ïðè íåêîòîðîì âûáîðå
ýòèõ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìà (7) èëè (10) ì.á. ïëîõî îáóñëîâëåííîé è åå îïðåäåëè-
òåëü áóäåò áëèçîê ê íóëþ. Â òàêîì ñëó÷àå óëó÷øèòü ñèòóàöèþ ìîæíî, íàïðèìåð,
èçìåíèâ ðàñïîëîæåíèå òî÷åê èçìåðåíèÿ ãðàäèåíòîâ.

2 Ó÷åò àïðèîðíîé èíôîðìàöèè

ïðè âîññòàíîâëåíèå ÂÔ

2.1 Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ

Ôàçîâûå ôëóêòóàöèè èìåþò èçâåñòíóþ ñòàòèñòèêó, ìîæíî ëè ïîâûñèòü òî÷íîñòü
âîññòàíîâëåíèÿ ÂÔ (èëè âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ai â (1) ) åñëè ó÷åñòü ýòó
èíôîðìàöèþ?

Ñòàòèñòèêà ôàçîâûõ èñêàæåíèé � ãàóññîâà (ïî÷åìó?), à çíà÷èò, è êîýôôèöè-
åíòû ai â ðàçëîæåíèè (1) ) � ãàóññîâû.

Íàïîìíèì, åñëè ai � ãàóññîâû è

〈ai〉 = 0, 〈aiaj〉 = Cij, i = 1, 2, . . . , N,

ãäå C � êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà, òî ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ âåêòî-
ðà {a} èìååò âèä:

P (a) =
1√

(2π)Ndet(C)
exp

(
−1

2
aTC−1a

)
(12)

Ôîðìóëà Áàéåñà. Ïóñòü èìååòñÿ ñëó÷àéíûé âåêòîð a, à èçìåðÿåì ìû âåêòîð
g. Ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç óñëîâíûå
âåðîÿòíîñòè:
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2 Ó×ÅÒ ÀÏÐÈÎÐÍÎÉ ÈÍÔÎÐÌÀÖÈÈ 2.2 Áàéåñîâñêèé ïîäõîä

P (a,g) = P (a|g)P (g) = P (g|a)P (a) (13)

çäåñü P (a|g) è P (g) � àïîñòåðèîðíûå âåðîÿòíîñòè, P (a) � àïðèîðíàÿ âåðîÿòíîñòü,
P (g|a) � ôóíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ. Çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ, êàê ïðàâèëî, â íàõîæäå-
íèè àïîñòåðèîðíîé âåðîÿòíîñòè P (a|g).

2.2 Áàéåñîâñêèé ïîäõîä â ôàçîâûõ èçìåðåíèÿõ

Øàã 1. Âåêòîð g óæå èçìåðåí, è äëÿ äàííûõ êîíêðåòíûõ èçìåðåíèé P (g) = 1,
òîãäà:

P (a|g) = P (g|a)P (a) (14)

� àïîñòåðèîðíàÿ âåðîÿòíîñòü ïîëó÷èòü âåêòîð a, åñëè èçìåðåíèÿ äàëè âåêòîð g.
Øàã 2. Ñîïîñòàâèì âåêòîðó a íåêîòîðûé ¾èäåàëüíûé¿ âåêòîð èçìåðåíèé g̃ = Pa,
ãäå P � ìàòðèöà ïðåîáðàçîâàíèÿ. Òåïåðü ìîæíî ñêàçàòü:

P (g|a) = P (g|g̃). (15)

Ñâÿçü ìåæäó g è g̃:
g = g̃ + n,
〈ni〉 = 0; 〈ninj〉 = δijσ

2
i ,

P (n) = 1

(2π)M
√
σ2
1 ,σ

2
2 ,...,σ

2
2M

exp
(
−1

2
nTΣ−1n

) (16)

Ãäå n � âåêòîð øóìîâ èçìåðåíèé, Σ � êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà ôëóêòóàöèé.
Òàê êàê n = g − g̃, òî P (n) = P (g − g̃) � ôóíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ (15). Òåïåðü
èç (16) è (12) ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ àïîñòåðèîðíîé âåðîÿòíîñòè P (a|g) . (Äëÿ
ñòóäåíòîâ):

 P (a|g) = P (g|a)P (a) = P (g|g̃)P (a) =
exp[− 1

2
(g−g̃)T Σ−1(g−g̃)− 1

2
aT C−1a]

(2π)M
√

(2π)Nσ2
1 ,σ

2
2 ,...,σ

2
2Mdet(C)

,

g̃ = Pa.
(17)

Èìåÿ âûðàæåíèå äëÿ ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ àïîñòåðèîðíîé âåðîÿòíîñòè
P (a|g) , ìîæíî ïîëó÷èòü îöåíêó äëÿ âåêòîðà a, íàïðèìåð: ñðåäíåå çíà÷åíèå ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ (èëè íàèáîëåå âåðîÿòíîå, èëè ìåäèàííîå çíà÷åíèå).

2.3 Ñðàâíåíèå áàéåñîâñêîãî ïîäõîäà è ÌÍÊ

Âûáåðåì â êà÷åñòâå îöåíêè äëÿ âåêòîðà a íàèáîëåå âåðîÿòíîå çíà÷åíèå, êàê è â ìå-
òîäå íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ. Äëÿ åãî íàõîæäåíèÿ ïðèðàâíÿåì íóëþ ïðîèçâîäíóþ
P (a|g) ïî a. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå:

PTΣ−1 (Pa− g) + C−1a = 0 →
(
PTΣ−1P + C−1

)
a = PTΣ−1g. (18)

Äëÿ ïðîñòîòû ïðåäïîëîæèì, ÷òî äèñïåðñèè σ2
i øóìîâ èçìåðåíèé âñåõ êîìïîíåíò

âåêòîðà g â (16) îäèíàêîâû, â ýòîì ñëó÷àå ìàòðèöà êîâàðèàöèé Σ ïðîïîðöèîíàëü-
íà åäèíè÷íîé E è óðàâíåíèå (18) ïðèíèìàåò âèä:
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ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛ

(
PTP + σ4MC−1

)
a = PTg. (19)

Ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå îòëè÷àåòñÿ îò (7) ñëàãàåìûì σ4MC−1 â ìàòðèöå, êîòîðàÿ
óìíîæàåòñÿ íà âåêòîð a.
Âûâîä: îöåíêà âåêòîðà a, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç ðåøåíèÿ (19) â ðåçóëüòàòå ïðè-
ìåíåíèÿ áàéåñîâñêîãî ïîäõîäà, ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (7),
èñïîëüçóþùåãî ÌÍÊ, åñëè âåëèêè øóìû èçìåðåíèé ãðàäèåíòîâ ôàçû (çíà÷åíèå
σ4M).

3 Çàäàíèÿ ïî Ëåêöèè 6

1. Âûâåñòè ôîðìóëó (11).

2. Ïîëó÷èòü âûðàæåíèå (17) äëÿ àïîñòåðèîðíîé âåðîÿòíîñòè P (a|g).

4 Âîïðîñû ïî Ëåêöèè 6

1. Ðàçëîæåíèå ÂÔ ïî ôóíêöèÿì îòêëèêà êîððåêòîðà, ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàä-
ðàòîâ.

2. Âîññòàíîâëåíèå ÂÔ ñ ó÷åòîì ñòàòèñòèêè ôàçîâûõ èñêàæåíèé, áàéåñîâñêèé
ïîäõîä.
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